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ΑΣΚΗΣΕΙΣ: 

Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις 

1.   

2.   

3. Έστω συνάρτηση  η οποία ορίζεται και είναι συνεχώς διαφορίσιµη 

σ’ ένα ανοιχτό και απλά συνεκτικό χωρίο . ∆είξτε ότι αν η ποσότητα 

 

είναι συνάρτηση µόνο της µεταβλητής  τότε η διαφορική εξίσωση (1) 
δέχεται ολοκληρωτικό παράγοντα της µορφής  και βρείτε τη 
γενική µορφή της συνάρτησης .  

4. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 

, 

αν είναι γνωστό ότι δέχεται πολλαπλασιαστή Euler της 
µορφής .  

5. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 

, 

αν είναι γνωστό ότι δέχεται πολλαπλασιαστή Euler της 

µορφής . 

ΛΥΣΗ 
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1. Θέτουµε  και 

. Επειδή  ενώ , η δοθείσα διαφορική εξίσωση δεν είναι 
ακριβής και έτσι αναζητούµε ένα πολλαπλασιαστή Euler. Αφού 

 , 

υπάρχει πολλαπλασιαστής Euler που εξαρτάται µόνο από τη 
µεταβλητή  και ο οποίος είναι λύση της διαφορικής 
εξίσωσης (χωριζόµενων µεταβλητών) 

 , (1) 

απ’ όπου 

. (2) 

Πολλαπλασιάζοντας έτσι µε  την αρχική διαφορική εξίσωση παίρνουµε 

, (3) 

η οποία τώρα είναι ακριβής και λυόµενη κατά τα γνωστά δίνει ότι 

, (4) 

όπου  είναι µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά. 

  

2. Θέτουµε  και 

. Επειδή  ενώ , η δοθείσα διαφορική εξίσωση δεν είναι 
ακριβής και έτσι αναζητούµε ένα πολλαπλασιαστή Euler. Αφού 

, 
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υπάρχει πολλαπλασιαστής Euler που εξαρτάται µόνο από τη 
µεταβλητή  και ο οποίος είναι λύση της συνήθους διαφορικής 
εξίσωσης (χωριζόµενων µεταβλητών) 

, (1) 

απ’ όπου 

. (2) 

Υποθέτοντας ότι  και πολλαπλασιάζοντας µε  την 
αρχική διαφορική εξίσωση παίρνουµε 

, (3) 

η οποία τώρα είναι ακριβής και λυόµενη κατά τα γνωστά δίνει 
σε πεπλεγµένη µορφή ότι 

, (4) 

όπου  είναι µια αυθαίρετη πραγµατική 
σταθερά. Παράλληλα, παρατηρούµε ότι η συνάρτηση  είναι 
επίσης λύση της αρχικής διαφορικής εξίσωσης η οποία όµως δεν µπορεί να 
προκύψει από τον τύπο(4) και άρα είναι µια ιδιάζουσα λύση. 

 3. Γενικά, ο πολλαπλασιαστής Euler ικανοποιεί τη µερική διαφορική 
εξίσωση 

. (1) 

Έτσι, αν , θα έχουµε 

,  , 

και µε αντικατάσταση στην (1) θα πρέπει να είναι 
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 . (2) 

Παρατηρούµε τώρα ότι η εξίσωση (2) έχει νόηµα σαν συνήθης διαφορική 
εξίσωση ως προς τη συνάρτηση  αφού, εξ’ υποθέσεως, η ποσότητα 

, 

εξαρτάται αποκλειστικά από την έκφραση . Έτσι, από την (2) έχουµε 

, 

και ολοκληρώνοντας ως προς  παίρνουµε 

, (3) 

όπου  είναι αυθαίρετο σηµείο του . 

  

4. Θέτουµε  και . ∆οθέντος 
ότι η εξίσωση έχει πολλαπλασιαστή Euler της µορφής 
, από τη λύση της προηγούµενης άσκησης (Άσκηση 3),αν , έχουµε 

, (1) 

όπου 

, 
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και άρα από την (1) έπεται ότι 

, 

οπότε επιλέγοντας , 

. (2) 

Έτσι, πολλαπλασιάζοντας την αρχική διαφορική εξίσωση µε 
παίρνουµε 

, (3) 

η οποία είναι τώρα ακριβής και η επίλυσή της οδηγεί στο αποτέλεσµα (σε 
πεπλεγµένη µορφή) 

, (4) 

όπου  είναι µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά 

 

5. Θέτουµε  και . ∆οθέντος ότι η εξίσωση έχει 

πολλαπλασιαστή Euler της µορφής , από τη λύση 

της Άσκησης 3, αν , έχουµε 

, (1) 

όπου 

 , 
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και άρα από την (1) έπεται ότι 

, 

οπότε επιλέγοντας , 

. (2) 

Έτσι, πολλαπλασιάζοντας την αρχική διαφορική εξίσωση µε 
παίρνουµε 

, (3) 

η οποία είναι τώρα ακριβής και η επίλυσή της οδηγεί στο αποτέλεσµα 

 , (4) 

όπου  είναι µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά 

  

 


